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Cours de Mathématiques 1 Fonctions Holomorphes

Ce document regroupe ma prise de notes du cours d’analyse complexe suivie en L3 & Paul
Sabatier délivré par Francois Berteloot. Il se compose principalement des définitions, propriétés
et théorémes. Les preuves sont, quand elles y sont, succinctes.

1 Fonctions Holomorphes
1.1 Application R-Linéaire et C-Linéaire.

Proposition 1.1. Soit L : R? — R? R-Linéaire. alors, il existe 4 réels a,b,c,d tels que :
L(z,y) = (ax + by, cx + dy).
En identifiant R? o C, L s’écrit :

L(z)=az+ [z

Avec : a=L((a+d)+i(c—0)) et 8= 3((a—d)+i(c+b))
St de plus L est C-Linéaire, alors : =0 et la matrice de L s’écrit : (Z _b>

z —

. OJ
21

Z2+7Z
Prreuve. Il suffit de faire le calcul en remarquant que = = et y =

Proposition 1.2. Soient Q un ouvert de C et f : Q — R? de classe €' alors, pour tout

z2€Q:
Dy =3 (Gr6 - i) ) ur g () +igh ) )m )

| Prevve. Il suffit d’appliquer la proposition précedente & Df(z) qui est R-linéaire. O

1.2 Opérateur de Cauchy-Riemann

Définition 1.1. On introduit les opérateurs différentiels :

g 1,0 .0 o 1,0 .0

- =2l ey ¢ Bz~ 20es gy

Proposition 1.3. Soient Q un ouvert de C et f : Q — R? de classe €' alors, pour tout
ze€):

0 0

(Dt () &)

Di(z)u =

Proposition 1.4. Soient Q un ouvert de C et f,g: Q) — R? de classe €.
Soit h: Qg — R? avec Qg un ouvert tel que h(Qg) C Q. Alors :

of +9) _0f 9 of +g9) _0f 9

L= 9.V e, 4 — 5 T~ az oz
o Us 0 00, Oy _0F 00
C 0z 82 0z 07 82
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, 0T _0of of _of
"0z 0z ¢ Dz 0z

O(foh) _(8f Noh (0f \Oh  d(foh) _(df \oh (df \h
4o _(aoh)%%%"h)%et 0z _<8z h)af(az h)az

Bref, tout marche bien.

1.3 Holomorphie

Définition 1.2. Soient Q un ouvert de C et f : Q — R? de classe €. On dit que f est
holomorphe sur 2 si pour tout z € ), D¢(z) est C-linéaire.

Proposition 1.5. Soient 2 un ouvert de C et f = ¢ + i) : Q — R? de classe €*. Alors, f

est holomorphe sur ) si et seulement si — = 0 sur ().

0z
ie.‘Sietseulementsi%—g—?:g—z—g—i:()surﬁ

PRrREUVE. Si f est holomorphe sur €2, alors

Dy(20)(3) = m-(z0)i — S-(z0)i = i (20) i (z0) = iDy(z0)

9,
dou : — =0
ou 82(20) , ,
Réciproquement, si —(z9) = 0, Alors Dy(zo)(u) = a—(u) qui induit bien une similitude du
z 2

plan complexe.
0

Ces équations sont appelées équations de CAUCHY-RIEMANN.

Définition 1.3. Soient Q un ouvert de C et f : Q — R2. f est dite C-dérivable en z € §) si :

fz+h) = ()
h

lim
h—0

existe, on note alors f'(z) cette limite.

Proposition 1.6. Soient 2 un ouvert de C et f: Q — C.
f est holomorphe sur () si et seulement si f est C-dérivable et de dérivée continue sur €.

of _of

Dans ce cas, [/ = = .
’ or 0z

PREUVE. Soit f:Q — C, ¢!
Si f est C-dérivable et de dérivée continue sur 2, Alors f(z+h) = f(2) + f'(2)h + o(]|h]]) et

D¢(z) = f'(z) est bien C-linéaire.

Réciproquement, il n’y a rien a faire. U
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Proposition 1.7. Soit Q un ouvert de C, [’ensemble des fonctions holomorphes sur () est
une algébre pour la somme, le produil et la composition notée O(2).

Encore une fois, tout marche bien.

Proposition 1.8. Les polynomes, les fractions rationnelles, I’exponentielle sont des fonctions
holomorphes.




Cours de Mathématiques 1 Fonctions Holomorphes

1.4 Formule de Cauchy

Se trouve énoncé ici la formule de Cauchy pour 'anneau et le disque, la preuve est relativement
technique puisque elle ne passera pas par la théorie de Cauchy.

TusoriEME 1.1 (Formule de Cauchy pour anneau).
Soit f € O(A) avec A={z€C:a<|z— 2| <A} pour zg € C et a, A € R.
Alors, pour tout z tel que a <1 <|z— 20| < R< A, on a :

L [® f(z0+ Re?)Re® 40 L[ f(z0 4 re?)re?

27 J, 20 + Re? — 2z 21 Jo 2o+ re? —z

f(2) do

TugorEME 1.2 (Formule de Cauchy pour le disque).
Soit f € O(D) avec D ={z€ C: |z — 2| < A} pour zo € C et A € R.
Alors, pour tout z tel que |z — z)| < R < A, on a :

1 27 f(zO+Rei9)Rew

= : dé
2 Jo 20+ Re? — 2z

f(2)

Preuve. On peut, sans perte de généralité, poser zo = 0. Soit z € A fixé.
Posons p = |z| et pF =pEe
Pour0<e<l,onar<p. <|z|<pl <R

Posons :

g:|A — C
I

u g(U)Z{ o

1f'(2) sinon.

L’holomorphie de f entraine la continuité de g sur A et son holomorphie sur A\ z Donc,
% = 0 sur A\ {Ju| = p}. Donc :

2 2
/ g(re?)redf = / glpce?)psedd
0 0

2 27
| otrenretas = [ gpteptetas
0 0

2 2 2
Donc, / g(Re”)Redf — / g(re?)redd = / (g(pFe”)pt = glpe?)pc)e” db
0 0 0 -

ue(0)

Or, la continuité de g donne : lim._,ou.(0) =0
D’ou :

2m s
/ g(Re”)Redl) — / g(re®yre®dd =0
0 0

11 suffit alors de remplacer g par sa définition :

2w 0\ ) s 0\ )
f(R@ ) f(Z)Rezedg_ f(re ) f<z>7’620d9:0
0 Re? — 7 0 re — z
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Puis :

27 0 ) 2T 0 ) 2T 1 ) 27 )
JURT) peivgg / JreT) | oag = f(z) / ———Re’d - / re?dd
0 Jo Re?’—=z o Jo

o Re?—z rei — z re — z

VvV Vv
=2m Car |z|<R =0 car |z|>r

Pour obtenir la formule du disque il suffit de faire tendre r vers 0 en faisant attentions aux
cas z =0 et 2 #0. O

2 Transformation de Cauchy

Définition 2.1. On appelle forme de Radon (mesure de Radon) compleze sur un Compact K
une forme linéaire continue sur (€ (K),||.|lc)-

Avec €(K) ={f : K = C; f continue} et | f|l = sup,ex | f(2)]-

Dire que p est une forme de Radon sur K revient a dire que p : € (K) — C est une application
C-linéaire et qu'il existe un A > 0 tel que, pour tout f € €(K), |u(f)] < Allflso-

Exemple : Soit K = Dy(29, R) le bord du disque D(zg, R) et soit f : K — C continue. Alors,

2
€ (K)> o / ¢(2 + Re™) f (2 + Re')do
0
définie une forme de Radon.

Pour une mesure de Radon p sur K ; on notera (u|g) 'action de cette mesure sur ¢, application
continue sur K.

THEOREME 2.1. Soit u une forme de Radon sur un compact K de C. On note ﬁ la fonction

neK— n_iz pour z € C\ K. Alors la fonction i définie par :

p:|C\K — C
s () = (] )

S’appelle la transformation de Cauchy de p et Uon a : i € O(C\ K) et est C-dérivable a
tout ordre. De plus :

Reprenons la forme de Radon de I’exemple, dans ce cas 1a, ji(z) =

2P0 (29 + Re)Re?
0 20 + Re? — 2z

df que

on note f(z).

Proposition 2.1. Soit f € € (Dy(z0, R), Alors, f et ses dérivées complexe successives sont
holomorphes sur C\ Dy(zo, R). De plus :
n! 27

1. f™(z) = ﬁ f(z0 + Re)e~™d0
0
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2 10 0
f(z0 + Re")Re

. dd Vze D(z, R

o (204 Re® — z)? 2 € Dz, R)

s f(”)(zo)

n!

2. f'(z) =

3. f(z) = (z—20)" Vz € D(20,R)

n=0
PreEUVE. Le théoréme précédent donne déja 1. et 2. Montrons 3. :

27 f(ZO _'_Reié)ReiQ

f(2) = , dé
f( ) 0 Relg(l_%)
27 oo n
-/ f(zo + Re )Z( Rew) o

n=0

= i (R—“ /0 K f(z0 + Re)e™™" de) (z—2)"
n=0

o Fn)(,
:Zf (' 0)(z—zo)n.
n=0 '

n
U
3 Propriétes des fonctions holomorphes.
3.1 Conséquences directes de la formule de Cauchy.
Proposition 3.1 (Inégalité de la moyenne).
Soit f € O(Q), si D(z9, R) C Q Alors, pour r < R :
1 2m )
fGall < 5z [ 17+ re)jas
T Jo
Preuve. Ecrivons la formule de Cauchy en zy sur D(z, R) pour r < R :
1 2 )
f(z) = _/ f(z0 + re®)do
2 Jo
Puis, il suffit d’appliquer I'inégalité triangulaire. U

Proposition 3.2 (Holomorphie des dérivées).
(f € 0Q) = (f' € 0(Q))

Preuve. Il suffit d’écrire la formule de Cauchy et de remarque que f est égale a sa transformée
de Cauchy puis de conclure avec le théoréme 2.1 O

Proposition 3.3 (Phénoméne d’extension).

[f € O(D(20,7) \ {20}) et f € €(D(20,7))] = [f' € O(D(z0,7))]
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PREUVE. Soit zg € S, et soit D(zg,79) € €, tel que zg soit le seul élément de S sur ce disque.
Soit z € D(29,70) \ {20} et r < rp. Par la formule intégrale de Cauchy, on a :

1 2 f(ZO"‘T@Zt)Telt

21 Jo  zo+ret —z

f(2) dt
Puis, par continuité de f sur le compact D(zg,79), On peut passer a la limite sous le signe
intégrale et :

1 2

f(z0) = f(zo +re®)yretdt

2 Jy
d’out 'holomorphie de f en z.

On aurait pu aussi remarquer que f est égale & sa transformé de Cauchy sur le disque et
conclure directement. O




Cours de Mathématiques 4 Propriétés des fonctions analytiques.

3.2 Holomorphie et analyticité.

Définition 3.1. Soit Q2 un ouvert de C et f : Q) — C. On dit que [ est analytique sur € si
elle est développable en série entiere au voisinage de tout point de ).

TusorEME 3.1. Soit  un ouvert de C et f : Q — C. Alors, f est holomorphe sur Q) si et
seulement si elle y est développable en série entiére. De plus : pour tout z € D(zy,r) avec
20 € et 0<r <d(z,bq) On a :

(n

f) = )y

n=0

Proposition 3.4. Soil > a,z" une série entiére de rayon de convergence Ry > 0, alors,
o0

S(z) = Zanz" est holomorphe dans le disque de convergence et : S'(z) = Znanz"’l
n=0

n=0

Proposition 3.5 (Equivalence Fourier/Taylor).
Soit  un ouvert de C et D(zy,r0) C €, alors, pour f € /() :

f(n)(ZO) B 1 2
n! o 2mry Jo

f(Zo + roeie)e_medH

4 Propriétés des fonctions analytiques.

Lemme : Soit f(z) =) ", f(nigzo) (z — 2z9)"™ de rayon de convergence R. Si f(zy) =0et f #0,
alors :
1. 1 <inf{n e N, f*(z) # 0} < o0

2. Il existe 0 < r < R tel que zy soit 'unique zéro de f sur D(zg, 7).

Proposition 4.1. 5i Q) est un ouvert connexe de C et f une fonction non nulle, holomorphe
sur §2, alors les zéros de f sont isolés.

Preuve. Considérons €2* I'ensemble des zéros non isolé de f sur 2. 2" est clairement un
fermé. Montrons qu’il est aussi un ouvert.
Soit w € Q* et soit r > 0 tel que D(w,r) € Q.

() (
flptwn(2) = ! nf (2 — wyr = 5(2)

Donc S est nulle sur D(w,r), donc D(w,r) C QF, c’est bien un ouvert. Donc par connexité,
soit Qx est vide, soit c’est €2*. U

De ce fait, on obtient I'intégrité de anneau O(€2).

10
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Proposition 4.2 (Prolongement analytique).
Soient 1 est un ouvert conneze de C et f.g € O(2). Si E{z € Q, f(z) = g(2)} admet un
point d’accumulation, alors f = g sur €.

Preuve. [l suffit d’appliquer le principe des zéros isolés & f — g au voisinage du point
d’accumulation. O

4.1 Factorisation par les zéros

Proposition 4.3. Soient Q un ouvert connexe de C et f € O(C) non identiquement nulle.
Soit a un zéro de f, alors il existe un unique entier n et une unique fonction g holomorphe
sur §2 tels que :

f(z) = (z=a)"g(z) et g(a)#0

L’entier n sera appelé multiplicité de a.

[ee]

PrrEUVE. Existence : Considérons r > 0 et D := D(a,r) de sorte que f(2) =~ a,(z —a)?
sur D. Posons n le plus petit indice tel que a,, soit non nul (qui existe puisque f Z 0). Alors :

(e 9]

fR)=(z=a)" )Y ez —a)™
= (2= a)" ) cpralz — )
N —~- .

poser ainsi ¢ est légitime puisque la somme converge vers (ijfz))n pour tout z € D \ {a} et
pour z = a, g(z) = ¢, # 0.

Unicité : Si (z—a)"g(2) = (z—a)" ¢'(2) alors ((ZZ:Z))"/
qui n’est possible que si n = n’ et donc g = ¢'. O

admet une limite non nulle quand z — «a

A partir de ce résultat, comme les zéros d’une fonction f holomorphe sont isolé, on peut essayer
de construire une fonction qui se comporterait comme f mais qui serait débarrassée de ses zéros.
La proposition suivante précise cela.

Proposition 4.4. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert Q) de C qui admet un nombre
fini de zéros : {ay,...,a,} de multiplicités respectives {my,...,my}. Alors, il existe une unique
fonction g, holomorphe sur §2 et qui ne s’annule pas sur ) telle que :

B
N R

=1

PreUVE. Dans un premier temps, on remarque que la fonction ¢ ainsi définie est évidement
holomorphe sur C \ {ay, ..., a,}. D’autre part, on remarque que grace a la proposition pré-
cédentes, au voisinage de chaque zéros la fonction f s’écrit : f(2) = (z — a;)™ g;(2) avec g;
holomorphe sur €) et ne s’annulant pas en a;.

Donc, dans ce méme voisinage, on a :

= (z—ai)™gi(z) _ 9:(%)
9(2) T, (z — z)™ HZ=1,k7éi(Z — 2p)

11
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| Et donc g est bien holomorphe et ne s’annule pas dans ce voisinage. O

5 Estimations de Cauchy
5.1 Inégalité de Cauchy
Proposition 5.1. Soit Q un ouvert de C et f € O(Q). Soit K un compact de C tel que

KcqQ.
Pour 0 < r < d(K,bg), on pose : KK, ={z € Q:d(z,K) <r}, alors :

k!
sup | f®(2)] < = sup [ f]
K ™ K,

PREUVE. Soit 29 € K et D(z,7) C €, Par I'équivalence Fourier/Taylor :

F®)(z) 1 /2’r o v
= 0)e~ 0 qg
T il AC R
1 21 0
< |f (20 +7e™)|do
2k /n:O
1
<
< s |f]

5.2 Théoréme de Liouville

THEOREME 5.1.

f€0(C)

= f constante.
f bornée

Preuve. Il suffit d’appliquer les inégalités de Cauchy. En effet, pour 0 < r < d(zp, 0C) = oo,

ona:
SUPc

7o)l < (o)) < 222 0

Donc f’ est nulle, d’otl le résultat. U

5.3 Principe du Maximum

THEOREME 5.2. Soit Q) un ouvert conneze de C et f € O(C), alors :

1. (320 € Q;|f(20)| = supgq | f|) = fconstante

12
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2. Si de plus Q est borné et f est continue sur S, alors :

sup |f| = sup | f|
Q bo

Preuve. 1. Posons M := supg | f| et considérons Q* := {2 € C; |f(z)] = M}.

* est un fermé puisque c¢’est I'image réciproque de {M} par application continue |f].

De plus il est non vide puisque 2y y appartient par hypothése.

Montrons que c’est aussi un ouvert.

Soient 2/ € Q* et v’ > 0 tels que D(2',7") C Q, alors pour r < r’, I'inégalité de la moyenne
nous donne :

el < 5 [ 1ot re)las

L [2T(M — | f(z0 + r¢)[)d6 Donc |f| = 0 sur D(z',r’). Puis, on conclu par connexité de

ie : 27 Jo
2. Puisque |f| est continue sur ©, elle atteint ses bornes et il existe donc 2y € § tel que
supg = |f(20)|. En particulier, supg |f| = supyq |f|- De deux choses l'une : si zy € €2, alors
|f| est constante et on a le résultat. Si zy € 052, alors supyg |f| = supg |f| et on a aussi le
résultat. 4

5.4 Lemme de Schwarz

THEOREME 5.3.
f€0(D(0,1))
f0)=0 = |f(0)] <1
|| <1 sur D(0,1)

Avec égalité si et seulement si f(2) = e?z.

Preuve. Comme f(0) = 0 on peut écrire par factorisation f(z) = zg(z) avec g une fonction
holomorphe dans le disque unité D et qui ne s’annule pas en 0. Par ailleurs, comme |f] <1
dans D alors |g| < 1 dans dD(0,7), puis par principe du maximum, : |g| < % dans D(0, 7).
On peut alors faire tendre r vers 1 et obtenir : |g| < 1 dans D. Et donc, non seulement
[F/(0)] = 1g(0)] < 1, mais aussi |f(z)| < |z].

Pour le cas d’égalité, si |g(0)| = 1, alors par le principe du maximum g est constante. Réci-
proquement, si f(z) = ze®, alors g(z) = € et donc |g(0)] =1 O

6 Propriétés de robustesse.
6.1 Préservation de I’holomorphie par convergence.

Définition 6.1. Soient Q € C, fQ — C et (f,) une suite de fonctions sur Q. On dit que f
converge uniformément localement vers f si :

lim sup [f(2) = f(2)] = 0

n—oo 2eK

Pour tout compact K de Q. On notera alors : f, —— foc f

13
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TuEOREME 6.1. Soit Q) € C un ouvert.

fn € O(2)

f e, 0= fEOQ)

On a de plus que : fék)  foc, F®) pour tout k € N.

Preuve.  Soient © un ouvert de C et f, € O(C) telles que (f,) converge uniformément
localement vers f sur 2. On sait alors que f est au moins continue sur €.
Soit zg € Q et D := D(z9,79) € Q. Pour z € et r < rg la formule de Cauchy dit :

1 [* fu(zo +re?)

= — = rei?d
2m Jo o +re —z

fn(2)

Alors, a z fixé, on passe a la limite :

f(2) L[ medg — QLJE

21 Jo 2o+ re? —z s

Ce qui nous donne 'holomorphie de f sur €.
Pour les dérivées, on utilise les inégalités de Cauchy. En effet, soit K un compact de Q et soit
0 <r <d(K,08). On pose K, :=J,.,x D(z,7). Alors, comme (f, —n) € O(C), on a:

sup |f, — [ < % sup|fo — f| — 0
K ™ K,

D’ou la convergence uniforme sur K. O

6.2 Propriétés d’ouverture.

u, loc

TueorEME 6.2 (Lemme Hurwitz). Soient 2 € C un ouvert, f, € O(RQ) telles que : f,, —— f
Sia € ) est un zéro isolé de f, alors il existe une suite (z,) de Q telle que z, — a et telle
que fn(2,) =0 a partir d’un certain rang.

PreuvE. Soit D := D(a,r) € Q tel que f ne s’annule pas sur D \ a. Montrons que les f,
possédent un zéro dans D a partir d’un certain rang.

Si tel n’était pas le cas, il existerait f,, une sous-suite de f, qui ne s’annule pas sur D.
Considérons alors gy := i qui est holomorphe sur D. Comme f est non nulle sur 9D, il

existe un m > 0 tel que f > m sur dD. Et donc, il existe un rang a partir duquel f,, > % sur
0D. ie : g < % sur 0D. Par le principe du maximum, on a alors gi(a) < % ie : fn,(a) > 3.
Qui rentre en contradiction avec le fait que lim, f,(a) = f(a) = 0.

La suite ainsi construite de zéros de f, converge nécessairement vers a puisque toutes ses

valeurs d’adhérences sont des zéros de f. U

Proposition 6.1 (D’ouverture). Soit Q@ € C un ouvert connexe. Si f € O(Q) est non
constante, alors f(€)) est un ouvert.
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Preuve. Montrons que D(z,r) € Q = f(z) € Int(f(D(z,r))).

Si tel n’était pas le cas, alors il existerait (w,) une suite de Q telle que w, — f(z) mais
wy, € f(D(z,7)). Et donc (f — w,) =: g, ne s’annulerait pas sur D(z,r) Mais g, converge
u.loc vers (f — f(z)). Contradiction avec Hurwitz.

Enfin, commelnt(f(D(z,7))) C Int(f(£2)), on a le résultat. O

7 Logarithmes
7.1 Exponentielle et logarithmes

Proposition 7.1. Pour tout wy € C*, il existe un voisinage Qo de wq et (Vi)rez une collection
d’ouverts, deux a deux disjoints de la forme : Vo + 2ikn tels que :

(i) exp™(Q) = Uyez Vi
(11) explv, : Vi — Qo est bijective et d’inverse holomorphe.

(ZZZ) (eXp |Vk)_1 = (eXp |Vo)_1 + 2ikm

Définition 7.1. Une fonction f définie sur un ouvert conneze () de C est dite détermination
du logarithme sur Q si pour tout z € ) :

On dit que f est la détermination principale du logarithme sur Q si 1 € Q et f(1) = 0.

7.2 Revétements topologiques et relévement de chemin.

Définition 7.2. Soit Q un ouvert de C, un chemin continue dans €2 est une application
continue :
v:[0,1] = Q

Ses extrémités sont v(0) et (1)

Définition 7.3. Deux chemins continus 7y et v dans §2, ayant les mémes extrémités, sont
dits homotopes a extrémités fizées (h.e.f) s’il existe une application continue

hi[0,1] % [0,1] —

telle que :
vVt € [0,1], h(0,t) =v(t) et h(1,t) =1(t),

et

Vu € [07 1]’ h(“? 0) = /70(0) = /71(0) et h(uv 1) = ’70(1) = /71(1)'

Définition 7.4. On dit qu’un ouvert Q) de C est simplement connexe s’il est connexe et si
tout couple de chemins continues dans €2 ayant mémes extrémités sont h.e.f.
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Définition 7.5. Soient Q) et ' deux ouverts de C et p: Q — Q.
Soit v : [0,1] — Q" un chemin continue. On dit que le chemin continue v : [0,1] — Q est un

reléevement de v par p st on a :
Q
e
p

[O, 1] 7) 94

e siyop=ry

Définition 7.6. Dans les notation de la définition précédente, on dit que p :  — €V est un
revétement topologique si p est continue et si pour tout wy € ', il existe un voisinage €y de

wy tel que :
P () = | |Vi
icl
et plv, = Vi = Qg est un homéomorphisme pour tout i € I. Avec (V;) une collection d’ouvert

de C.

Remarque : I'exponentielle est un revétement topologique de C vers C*.

THEOREME 7.1. Soient Q et Q' deux ouverts de C et p: Q — Q' un revétement topologique,
alors tout chemin continue v de €)' admet un relévement par p.

De plus, pour tout chemins continues vo et v de € h.e.f, on a que pour tout relévements
et y1 par p :

Yo =71 < 70(0) = 71(0) & Fo(1) = 71(1)

7.3 Existence des Logarithmes

THEOREME 7.2. Soit Q0 un ouvert simplement connexe de C. Si g € O(Q2) et que g est non
nulle sur Q, alors il existe f € O(Q) telle que :

g=cxpof =e¢f

De plus, f' = % et si el =el =g, alors il existe k € 7 tel que h = f + 2iknm

8 Le théoréme de Montel
8.1 Rappels sur le théoréme d’Ascoli.
Définition 8.1 (équicontinuité). Soient X un espace topologique et (Y, d) un espace métrique.

Soit F' une famille d’applications de X dans Y. On dit que F est équicontinue en a € X si
pour tout € > 0, il existe un voisinage U, de a tel que :

relU,=d(f(z), f(a)) <e VfeF

On dira que F est équicontinue sur X si elle l’est en tout point de X.

16



Cours de Mathématiques 8 Le théoréme de Montel

Il est important de noter que le voisinage ne dépend que du point considéré et non des fonctions
de F.

TuiorEME 8.1 (Ascolie). Soit X un espace topologique séparable (ie : X = S avec S dé-
nombrable) et possédant une suite exhaustive de compacts. Soit (Y,d) un espace métrique
compact. Alors, si (f,) est une suite d’application de X dans Y telle que {f,,n € N} est
équicontinue, alors (f,) posséde une sous-suite qui converge uniformément sur tout compact
de X

8.2 Théoréme de Montel

THEOREME 8.2. Soit ) un ouvert de C. Soit (f,) une suite de O(Q). Si (f,,) est uniformément
bornée sur €1, ie :

fa(Q) C D0, M), Vn€N.

Alors, (f,) posséde une sous-suite qui converge uniformément localement sur Q wvers une
fonctions f € O(Q).

pPreuve. Comme D(0, M) est un espace métrique compact, il suffit de vérifier que (f,) est
équicontinue sur € puis de conclure par le théoréme d’Ascolie.
Soient a € 2 et r > 0 tels que :

D(a,r) C Q

. Soit dy > 0 tel que dy < d(D(a,7);0f). Par les inégalités de Cauchy :

1 M
up [£4(:)] < - sup| £ ()] < 2
2€D(a,r) 0 zeQ 0

Mais, comme : Dy (z) = fl(z) pour tout n € N, on peut alors appliquer I'inégalité des
accroissements finis :

! M / !
|fn(2) _fn(z>| < d—O|Z—Z| , Vz,Z2 € D(a,r)

Montrant que (f,,) est équicontinue puisque 1’on peut faire tendre dy vers 0. O
Remarque : Le théoréme de Montel peut se voir comme un résultat de compacité. En effet, si on

munit O(2) de la métrique de la convergence uniforme, alors F,,, = {f € O(2) : supq |f| < M}
est un compact.

8.3 Application

TuEOREME 8.3. Soit Q0 un ouvert de C. Soit (f,) une suite de fonction holomorphe sur ).
Si (fn) est uniformément bornée sur Q) et qu’elle ne posséde qu’une seule valeur d’adhérence

h € OQ), alors :

u, loc

fn——h

THEOREME 8.4. Soit Q un ouvert de C. Soit (f,) une suite de fonction holomorphe sur €.
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Si Q) est connexe et si il existe S C 2 avec un point d’accumulation dans €Y, alors :

fals = h € O(Q) = f, 25 b

9 Le théoréme de représentation de Riemann.
9.1 Biholomorphisme

Définition 9.1. Soient Q et Q' deuzx ouvert de C. Un biholomorphisme de Q sur €)' est une
application [ : Q — Q' ; bijective, holomorphe et de réciproque holomorphe.

TusorEME 9.1. Soit Q un ouvert connexe de C et f : Q0 — C une injection holomorphe,
alors f: Q0 — f(Q) est un biholomorphisme.

Preuve. Nous n’avons qu’a montrer que f~1: f(Q) — Q est holomorphe.

Nous savons déja que f(£2) est un ouvert et que f~! est continue sur f(£2) car f est holomorphe
et non constante. Puis, f’ est non identiquement nulle, donc C := {2z € Q : f'(z) = 0} est
discret, donc f(C) aussi. Alors, le théoréme d’inversion locale uniforme nous dit que f~* est
holomorphe sur f(€2) \ f(C). On peut alors conclure par le phénomeéne d’extension. O

9.2 Le théoréme de Riemann

Lemme : Tout domaine simplement connexe de C distinct de C est biholomorphe & un ouvert
borné de C.

TueoriME 9.2 (De Riemann). Tout ouvert de C simplement connezxe et distinct de C est
biholomorphe au disque unité C.
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10 Singularités isolés

10.1 Théoréme d’extension de Riemann

TugorEME 10.1 (D’extension de Riemann). Soit Q un ouvert de C et zp € Q. Soit f une
fonction holomorphe sur Q\ {z0}. Si f est bornée sur un voisinage de zy, alors f se prolonge
holomorphiquement a ).

Preuve. On peut supposer que 2 = D(0,ry) pour un r > 0 et donc zy = 0. Posons M :=
SUD p(0,r)\ {0} < 0. La formule de Cauchy pour 'anneau nous donne :

1 27 0 0 1 2 ! 10N,/ 10
f(2) = f(re?)re 40 — f(r'e”)r'e

21 Jo  re? —z 27 Jo  rlet? —z

do

1,10/ 10
pour 0 < r’ < |z| < r < ro. Il nous suffit alors de montrer que 5- f% Jere” 49 — 0 quand
. T JO r'et¥—z
r" — 0. Mais on a :

1 21 1 10\, 10 1 2w M /
. Mw’ < / _T g0 —o.
0

2 Jo  rle? —z ~ 27 |r'ei? — 2| =0

Ce qui achéve la preuve. O

10.2 Développement de Laurent

TusoriME 10.2. Soit f une fonction holomorphe sur l’anneau A == {a < |z — 2| < b} pour
a,b € R. Il existe une unique suite de complexes (¢,)nez telle que :

f(z) = ch(z — 2p)".

ne”L

La série converge normalement sur tout compact de A et les coefficient ¢, sont donnés par

la formule :
1 2 ) )
Cp = % ; f(Z() -+ Te’e)r*"efmgdﬁ.

10.3 Classification des singularités isolées

TusoriME 10.3. Soit f une fonction holomorphe sur un disque épointé D en zy et soit
Sore ar(z — 20)* son développement en série de Laurent sur ce disque épointé. On pose
N(f) .= inf{k;nZ , a, # 0}, alors chacune des trois possibilités correspond a un comporte-
ment spécifique de f au voisinage de 2.

1. N(f) >0, ce qui est équivalent a dire que f est holomorphe sur le disque tout entier.
On parle alors de singularité effagable.

2. —oo < N(f) > 0, ce qui est équivalent qu’il existe un entier n tel que la fonction
(z — 20)" f(2) soit holomorphe sur le disque tout entier et ne s’annule pas en zy. Cette
condition est elle méme équivalente & demander que lim,_,., |f(2)| = +o00. On parlera
alors de pole.

3. N(f) = —oo au quel cas pour tout w € C il existe une suite (2,)nen telle que z, #
2o pour tout n et z, — w de sorte que f(z,) — w. On parle alors de singularité
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| essentielle. |

PreUVE. Le cas 1 vient de 'unicité du développement en série de Laurent, en effet si N(f) > 0
alors f est une série entiére donc holomorphe sur le disque considéré. Réciproquement, i f est
holomorphe sur le disque tout entier, elle s’écrit comme une série entiére qui coincide avec
son développement de Laurent.

Pour le cas 2, il est évident que le sens direct de la ler équivalence est vrai, il suffit d’écrire le
développement et de factoriser par (z — zp)™. Montrons que si lim, ., |f(z)| = 400, alors il
existe un entier n tel que la fonction (z — zg)" f(z) soit holomorphe sur le disque tout entier
et ne s’annule pas en zy. On peut considérer la fonction h(z) := ﬁ qui est holomorphe sur
un disque centré en zg et de rayon assez petit par le théoréme d’extension de Riemann. Enfin,
comme z; est un zéro de h on peut la factoriser par (z — z)" et en développant en série
entiére on tombe sur ce que 'on voulait. Pour finir, il est facile de voir que le sens réciproque
est vrai. Ce qui termine la preuve du cas 2.

Pour le cas 3, on raisonne par contraposé. Soit w un complexe, supposons qu’il ne soit pas
une valeur d’adhérence de f. On peut alors considérer la fonction g(z) := f(Z;_w qui est
holomorphe et bornée sur un petit disque épointé de centre zy. Par le théoréme d’extension
de Riemann, on en conclut que g est holomorphe sur tout ce disque. Donc comme f = w+ é,

on a si g(z9) = 0 que |f(z)] tend vers oo quand z — z5. Donc on est dans le cas 2. Puis, si
g(z0) # 0, on est dans le cas 1. d

Définition 10.1. Une fonction est dite méromorphe sur un ouvert €1 si elle est holomorphe
en dehors d’un ensemble de singularités isolées qui sont toutes des poles. On notera M ()
I’ensemble des fonctions méromorphe sur €

" Proposition 10.1. Soit Q un ouvert de C. L’ensemble M () est un corps.
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11 Formule de Cauchy générale

11.1 Outils préliminaires

11.1.1 Intégration le long d’une courbe

Définition 11.1. L’image v* d’un chemin 7 : [0,1] — C est 4([0,1]). On dit que 7 est fermé
51 79(0) = (1),

Définition 11.2. On appelle courbe dans C un chemin qui est de classe C* par morceaus.
On dira que deux courbes : g : [a,b] — C et v : [c,d] — C sont équivalentes si il existe une
bijection p: [c,d] — [a,b] de classe C! telle que : yo0 p = .

C’est a dire :
b] — [Ca d]
R l“/o
C

Définition 11.3 (intégrale le long d’une courbe). Soit v : [a,b] — C une courbe et f une
fonction continue sur v*. On définit lintégrale de f le long de cette courbe par :

[ s | Far

Proposition 11.1. L’intégrale de f entre deux courbes équivalentes est la méme. Autrement
dit, f f(2)dz ne dépend que de la classe d’équivalence de .

11.1.2 Indice d’un point par rapport a une courbe fermée.

Définition 11.4. Soit v une courbe fermée dans C et a & v*. L’indice de a par rapport a
se note I(a,7y) et est défini par :

1 dz

I = — .
(a,7) 2im ), z—a

THEOREME 11.1. Soit v une courbe fermée dans C et a & v*.
1. I(a,v) € Z

2. Uapplication a — I(a,7) est continue sur C\ ~v* et est donc constante sur chaque
composante connexe de C\ v*

3. I(a,) est nulle sur la composante connexe non bornée de C\ v*.

Preuve. Montrons 1. On passe par le revétement par 'exponentielle de o(t) :=v(t) —a :

2 e

0,1] —— C*
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Alors : ]
e =0
donc : )
(1" = o' (1
Et on a :

De Ia il vient que :

1 dz
I(a,7) = —
(a,7) QiWAz—a

1Y

B 2m/o O
1 [t
=% )y o™
— L (5(1) - 5(0))

2

Or, (1) = 6(0) + 2ikm qui achéve la preuve.

11.1.3 Notion de cycle

p
L= ny
j=1

avec n; des entiers et y; des courbes fermées telles que v; € ).
Limage du cycle T est
p
.= U ;-
j=1

Enfin, si [ est continue sur I'*, on pose :

/Ff(z)dz ::inj /%_ F(2)de.

En particulier, on a : I(a,T') = 3°7_ n;l(a, ;).

Définition 11.6. Etant donné un cycle I, on pose :

— Lintérieur de T :

— L’exterieur de I

22

intl':={aec C\I'", I(a,I') # 0}

ext':={a e C\I'", I(a,') =0}

Définition 11.5. Soit 2 un ouvert de C. Un cycle I' dans ) est une somme formelle :

On dira que I' est simple si pour tout a € C\T™ on a : I(a,I') € {0;1}.
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11.1.4 Reésultats topologiques

TueoriME 11.2 (De séparation). Soit Q un ouvert de C. Soit K un compact inclue dans €,
alors il existe un cycle simple T" tel que :

1.IT"CQetI"NK =@.
2. K CintI' C (L

On dira alors que ' est un cycle séparant.

On peut donner une description plus précise du cycle séparant. En effet, il existe un quadrillage
de C par des carrés fermés (Q;) tel que :

1. Q;‘OK;&@:>QJCQ
2. I'" C U an.

QjﬂK;ﬁ@
3. Pour toute fonction continues sur 2 on a : /f(z)dz = Z f(2)dz.
r Q;nK+o v 90,

Lemme : (De Stokes)
Soient () un carré et f une fonction holomorphe au voisinage de @), alors :

f(z)dz = 0.

9q

TugoriME 11.3 (formule de Cauchy pour les cycles séparant). Soit Q un ouvert de C. Soit
K un compact inclue dans ), alors pour tout cycle séparant I' et pour toute fonctions f
holomorphe sur €, on a :
1
fla) = 5— 154,

2im Jrz—a

avec a € K.

Preuve. On pose la fonction g définie de la sorte :

Q1) . 2 g
9(z) = { f'(a) sinon.

L’holomorphie de f entraine la continuité de g sur et son holomorphie sur 2\ {a}. Donc
g est bien holomorphe sur €2 tout en entier. Il s’ensuit par le lemme de Stokes que :

ngmz: > éQg@Mz:0

QNK#2

/Fg(z)dz — /F(Zf(_zl - e

/ijidz:f(a)AZiZG.

23
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Donc,
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Puis, comme a € K C int[" et que I' est simple, on a :

/ ©girl(a,1) = 20
r

zZ—a

QQui achéve la preuve.
11.2 Formule générale de Cauchy

Définition 11.7. Un cycle ' est dit homologue a zéro dans un ouvert Q0 si I'" C € et que
intI" C Q.

TutoriME 11.4 (Formule de Cauchy générale). Soit Q un ouvert et I' un cycle homologue
a zéro dans ), alors, pour tout h holomorphe dans €2, on a :

/Fh(z)dz = 0.

De plus, pour tout h holomorphe dans 2 et pour tout point de Q\ T'*, on a :

h(z0)I (2, T) = L/F M2 g

um Z— 2

Proposition 11.2. Dans un ouvert simplement connexe, toutes les courbes fermées sont
homologues & zéros.

| Preuve. L’homotopie entraine 'homologie !

12 Théoréme des résidus

12.1 Notion de résidu.

Définition 12.1. Soient f méromorphe sur ) et a € Q) un péle de f, par le développement
en série de Laurent, on sait que [ s’écrit :

f) =20 e+ he)

k=1

avec h une fonction holomorphe sur un disque centré en a et c_, non nul. On dit alors que
> ory (Zc_‘—(f)k est la partie principale de f en a et on appelle c_1 le résidu de f en a, que l'on
note Res(f, a).

TutoriME 12.1 (Des résidus). Soit f méromorphe sur €, soit A l'ensemble des poles de f
et soit v un cycle homologue a zéro dans €2 ne rencontrant pas A, alors :

/f(z)dz = QiWZRes(f, a)l(v,a).

a€A

24



Cours de Mathématiques 12 Théoréme des résidus

I De plus, A est toujours fini. |
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